10.2.15 Ulohy na hledani extrém

Predpoklady:10211

Pedagogicka poznamkaKrome piikladi 3 a 4 neni pro studenty problém v¥fiat derivace
funkci. Problémem je hlagmalezenidchto funkénich zavislosti, tam

postupujeme spataé po krocich.
Neni realné stihnout o hodiwice nez 5 fikladu.

Zatneme navratem dastbtvi:
Pr. 1. Zemédélec chce postavit vy pro kdata ve tvaru pravouhelniku tak, Ze jednu
stranu vylhu bude tvéit hospodéska budova. Celkem ma k dispozici 20 m pletiva.

Jaké maji byt rozery vybehu, aby jeho plocha byla co n&fgi?

- Nakreslime obréazek situace:

Budova

Kdyby jednu stranu plotu nenahrazovaknatbudovy, byl by nejvyhodjsim tvarem
- ¢tverec. Pokud budeme jeden z r@rinobdélniku pilis zvétSovat obdélnik se zUzi a jeho
. obsah se bude blizit k nute mél by existovat kompromis, pro ktery bude obsah &éjv

- Zkusime utit plochu vylEhu v zavislosti na jednom z rozni obdéinika, feba na délce
- strany kolmé k buday ozna&im si ji x:

Budova

X X

- Plocha vyshu je kvadratickou funkci jedné ze stran — u kviické funkce nize existovat
. maximum= upravime pedpis z najdeme ho.

y=20x-2¢ = -3¢ + 2= - {x7- 18) = fx’~ 205 & §=- 4x- )5~ 2

y=-2(x-5)+50
- Funkce dosahuje maxima prso=5, hodnota

- maxima je 50. 40
Zemedélec musi postavit vydh ve tvaru obdélniku 20
1 oroznérech 5 x 10 m.
Pr. 2: VysSka Sikmého vrhu je dana rovnici -100 -5 5 10
. . . -20
Y =Vt —% gt?. Urei okamzik, ve kterém
-40



‘ se vrzeny pedmit nachazi v maximalni vysce.
' Hledame bod, ve kterém bude derivace nulova:

y = (voyt —% gtzj =Vy, ——;th =V,, — gt (zajimave — ziskali jsme rovnici pro rychlost)

Y =V, —gt=0
V=t

i t:h

' g

- Spravré bychom se @i pomoci druhé derivacer@s\wdiit, Ze nalezeny extrém je opravdu
- maximum (v praxi se tofflis casto nedla, protoze vime, jak se vyska vrzenéhedmetu se
' méni a Ze minimum mit neiize).

y'= (voy - gt)' =-g <0 - opravdu jsme nasli maximum

: . ; L o V.
' VrZeny gredmit se nachazi v maximalni vySceéaset =
: g

Pedagogicka pozndmka¥V piedchozim i nasledujicinriladé maji studenti ,problémy*
s tim, Ze vztahy obsahuiji vice pismenek atérddn&isla. Pokud jich bude vice,
je nutné opt zopakovat, Ze nezdlezi na tom, jak je dany vgegrsany, ale na tom,
zda rekteré pismenko zastupuje prémmou (hodnoty, které seami). K takovému
pismenu pak musifistupovat jako k, k ostatnim pak jako &selnym
konstantam.

Pr. 3: Vykon elektrického spd¢bice zapojeného do stejnodmého obvodu je dan
vztahemP = | ’R, kdel je proud v obvodu R odpor spdiebice. Pokud

nezanedbavame vt odpor zdroje plati pro velikost proudu vzthk RLieR , kde

R je vnitni odpor zdroje &, jeho elektromotorické na&f. Urci, jaky musi byt
vztah meziR a R, aby byl vykon spdiebice maximalni.

- Nejdrive si sestavime kompletni vztah pro vykon:

! 2
p=1?R=| R:UQZL2 Podminka:R# -R.
R+R (R+R)

- Zjistujeme pro jako hodnotu odpoRje vykon maximélni= R bereme jako prosmnou
- ostatni pismena jaktselné konstanty:

Pl:(UZL}'ZUZ(R)'(R+R)2_R[(R+R)2}

I

“(R+R)) (R+R)’
_,:(R+2RR+RY)-RI2(R*R) _ ,R*+2RR+R'-2R*-RR _ , R'-R’
e (R+R)’ e (R+R)’ “(R+R)’

Zjistujeme, kdy plati:P'=0 = zéaleZi pouze nétateli
iR -RY)=0



U(R+R)(R-R)=0

' R-R=0 = R=R

- R+R=0 = R=-R - nefyzikalni, odpor nefize byt zaporny, navic i nematematicky

'~ (vylouteno podminkou)

- Druhou derivaci péitat nebudeme, vyget by byl ili$ slozity. Vime, Ze p velmi malém

© odporuR bude vykon velmi maly,ipvelmi velkém odporiR bude prochazejici proud velmi
- maly a vykon také=> smérem od &chto extrémnich hodnot odpoRise musi vykon na

- spotebkii zvySovat= urcité jsme nasli maximum.

' Vykon spotebice bude maximalni, kdyZ se jeho odpor bude rovnpbadzdroje.

PF. 4. Zectvrtky forméatu A4 (210 x 297 mm) vystini v rozichdétyti stejnéctveresky tak,
aby sloZenim vzniklého obrazce vznikla kedkiai maximalniho objemu.

297

< »
<

| 210
- Krabicku sloZime po odFenitvereski tak, Ze Seddasti onneme nahorss vznikne kvadr
- 0 rozmerech:

~+ délka: 297- 2

o Sitka: 210- X

o vySka: x

- Objem kvadru:

V=abc=(297- x)(210- X)x=( 62376 594 436 x#)x= x%- 1064 628
Hledame extrém= nulovou hodnotu derivacé’ =0

V' =(4x -1014¢ + 6237@)’ = 12°- 2028 62370

kvadraticka rovnice12x? - 202&+ 62376 0 /:

- 2x* - 338+ 10395

~bxb? - 4ac _ ~(~338)%/(-339° - 412110395 338+/31084_ 33& 176,

%,=

2a 2P 4 4
_338+176,3 1,5 ¢. nesmysIny vysledek, krat3i strana bglarzapornou délku:
210~ 2128, |



_338-176,3_ 40 4

Pomoci druhé derivace zkontrolujeme, Ze jde o maxim

V" =(12¢ - 2028+ 6237P = 24— 20z

hodnota druhé derivace pso=10,4: V" = 24x— 2028= 24140,4 2028- 1058 = jde o
- maximum.

' Pokud chceme ziskat kr&ku o maximalnim objemu, musime &ertky v rozich vystihnout
. étveretky o strag 40,4 mm.

Pr. 5: Ur¢i idealni roznéry plechovky na pivo = valcové nadoby, kteragbjemu 0,5 |
bude mit minimalni povrch (a tedy i spethu plechu).

i Budeme postupovat stéjjako v gredchozich fikladech: sestavime vztah pro povrch

- plechovky a pak jej zderivujeme:
- povrch valce:P = 2/m? + 2mrv - vztah obsahuje dwromsnné = musime si jednu vyjéi

pomoci druhé, pouzijeme vztah pro objevn= rv = V:L

Dosadime:P =272 + 27rv = 2 + 2 — = 2w+ =

mZ

\% vl

i r

Derivujeme (hledameipjakém polondru = r je prongnna):

P'=(2m2+ﬂj =am-Y =0

I

r r

Dosadime konkrétni hodnoty z naseliiklpduV = 0,5 dn?:

r=gL = 4%20m=0,43dm= 4,3cr
! 21T 2ir

" Doposteme vysku:

5 , 3

V= vV.__ V S B A 4[O’Sdm=0,86dm= 8,6¢r
: 2 3 5 V? T T

| arr

"

- Kontrolu g'es druhou derivaci provédnebudeme. Z Gvahy je jasné, ze vélec s velmiynelk
. polomgrem (a velmi malou vyskou) mé velmi maly objemjratgako valec s velmi malym

- polomgrem (a velmi velkou vySkouwy> pii zméng polomeru z &chto extrémnich hodnot se

- objem z¥tSuje = nalezeny extrém musi byt maximum

' Idealni plechovka na pivo ma ro#ng: poloner 4,3 cm a vySka 8,6 cm.

Pr. 6: Najdi divody, které mohou vést k tomu, Ze plechovky (nedloavé nadoby
obecr) maji jiné rozmdry (jiny pongr polomer : vyska).

- VEtSi polongr (a mensi vyska) —&8i stabilita, u velkych nadob mensi hydrostatitél ve

spodnicasti nadoby



. menSi polondr — asi jenom eleganij$i tvar

PFr. 7.  Najdi pravidelnytyiboky hranol, ktery maipdaném povrchu maximalni objem.

Pravidelnyétyrboky hranol = podstavou jgverec =
'+ objem hranoluV =a’v
-« povrch hranoluP = 2a® + 4av

" hledame maximum objemts potrebujeme vztah pro objem s jedinou peomou =
- musime vyjatit ze vztahu pro povrch, jednodussi bude viifad(i kdyZz to nenf zcela

. logicke)

- P=2a%+4av

- dav=P-2a*

y=P-2_P _a
 4a  da 2

3 1
V' = a_P—a_ :E—§a2:0
4 2 4 2

2a’ + dav

Dosadime z®: T—gaz =0 /@

- 2a*+4av-6°*=0

- dav = 43’

- v=a = vyska hranolu se musi rovnat délce strany jehstaog = jde o krychli (podle
. o¢ekavani)

- Pravidelnymstyibokym hranolem s ne}tSim objemem i daném povrchu je krychle.

Pr. 8: Trose&nika na voru unasi nisky proud rychlosti 7 km/h. Kolmo na snproudu
pluje obchodni Id@ rychlosti 30 km/h (vzhledem k povrchu Z&mV jeden okamzik
je ndmani lod’ vzdalena od mista, kde se protinaji jejich traje&t100 km a
trose&nik 10 km. V jaké nejmensi vzdalenosti se minouéhZani lal’ trose&nika,
kdyz prednity jeho velikosti vidi na vzdalenost 20 km?

- Nakreslime si obrazek situace:

7 km/h i trosecnik

< 30 km/h

100 km

Zavedeme si soustavu sadnic: p@atek v bod, kde se setkavaji trajektorie troaéa a
' lodeé, osy maiji snr trajektorii (na orientaci nezalezi dodrzime lkisu volbu)



y A
:
I

7 km/h : trosecnik

< 30 km/h

>

A

100 km

- Souradnice lod v ,jednom“ okamziku:x =100, y =0
Souadnice lod v ¢caset: x=100-vt, y=0

- Souradnice trosénika v ,jednom* okamzikux=0, y=10
Souadnice trosénika vcéaset: x=0, y=10-Vt

' Vzdalenost trosmika a lod: d =|LT|= \/[(100—\4t) -0 +[ 0-(10-yt)]’

- d =4(100-yt)’ +(10-vt)® = /( 200- 30°+( 16 ©)’

Hledame minimum= nulovou hodnotu prvni derivace:

d'=(\/(1oo— 30)+( 10- 7)2) - 12(100- 30)(- 39+ 210 9(- ).,

, 2 J(200-30)*+(10- ¥)°

4 = (100-30)(-39+(16 (- J_,

J(100- 30) +( 10- 7)’

zlomek je nulovy, kdyZ je nulovy jehitatel: (100- 3@)(-39+( 16- #)(- J= 0 - )1
3000~ 900+ 7G- 4©=

- 3070= 949

i =3070, - 3,235h
- 949

Souadnice lod v okamziku setkanix =100-vt = 100- 3013,235km 2,95k
' Souradnice trosénika v okamziku setkanfy =10-vit = 10~ 713,235 — 12,64

Vzdalenost trosmika a lod: d =/x* +y? :\/2,952 +(~- 12,6452 = 12,9 km

' Lod trosenika Zejme zachrani, protozZe ve chvili nggiho giblizeni bude od ni trogeik
' vzdalen pouze 13 km.

Pr. 9: Petakova:
strana 131/c¥eni 66
strana 131/cveni 73
strana 131/c¥eni 66

Shrnuti:



